1.1 P¥iklad z ekonomického prostiedi

Smysl solidniho zvladnuti matematiky v bakalarskych oborech na Fakulté
podnikatelské VUT v Brn€¢ je predevsim v aplikacni sile matematiky v odbornych
predmétech a v praxi rovnéz pro dobré porozumeéni a korektni vyuziti matematickych
metod a praktik, spravné interpretaci vypocetnich a grafickych vystupt pro ekonomické
¢1 podnikatelské prostiedi, mozné simulace apod. Stejn¢ tak matematika podporuje
logické mysleni, kombinacni schopnosti, pamét, odhad apod., ¢ehoz je tieba pii
rozhodovani ¢i fizeni kazdé organizace.

V tomto odstavci je uveden prakticky piiklad vySetfeni pribéhu jednofaktorového
modelu produkéni funkce s vyuzitim systému Maple. Pro ukazku byla vybrana
kratkodobd produkcni funkce rodinného kovatstvi. Byla identifikovédna nasledujicim
piedpisem: Q = Q(L) = —L3 + 10L?, kde Q je mnozstvi vyrobenych kovanych dveii a
L pocet zaméstnanct kovaistvi ve vyrobe.

(Pfedpis byl zjistén ruénim vypoctem metodou nejmensich Ctvercl v ramci zpracovani
semestralni prace v pfedmétu Matematika 2. Z diivodu rozsahu prace a neucelnosti na

tomto misté, postup vypoctu neuvadim).

Definujeme funkci v systému Maple:

> 0:==L— -’ +10I%
O:=L—-L’+10L?

A, Vysetiujeme pribéh funkce (dodrzime postup dle studijniho textu - odst. 1.12)

1 Urcime defini¢ni obor

Zadana funkce je polynomem tietitho stupné, ktery ma obecné defini¢ni obor
rovny celému oboru realnych ¢isel R. Na celém definicnim oboru je funkce spojita.
V ptipad¢ produkéni funkce je ovSem defini¢ni obor omezen zleva nezapornymi
hodnotami (pocet zaméstnancii nemtize byt zaporny, vyrobky musi nékdo vyrabét) a
hodnota produkéni funkce nemize byt zaporna (nelze vyrabét zaporné mnozstvi
vyrobkt). Teoreticky je definicni obor omezen i zprava (z praktického hlediska -

vyrobni faktory, v tomto ptipad¢ lidska sila, nejsou nevycerpatelné).

! Pti zpracovani bylo vyuZito ziskanych znalosti z pfedmétu Mikroekonomie (MIK_1)
a inspirovano vybranou pasazi publikace profesora Meznika: Uvod do matematické ekonomie pro
ekonomy (ISBN: 978-80-214-4239-9).



Diilezita poznamka: pro detailngj$i pochopeni vySetiovani priib&hu funkce obecné,
budeme nadale postupovat tak, jako by defini¢ni obor omezen nebyl. Budeme pracovat
s polynomem tfetiho stupné (definovan na celém oboru realnych ¢isel R). Ekonomickou
interpretaci zadané produkcéni funkce provedeme az v samém zavéru matematického

vysetiovani prib¢hu funkce (pfislusSnym omezenim defini¢niho oboru).

2 Urcime priseciky s osami, nulové body, vlastnosti a chovani funkce
v krajnich bodech nespojitosti
Prisecik s osou y ziskame jako funkéni hodnotu v bodé 0:

> 0(0);

Priise¢iky s 0sou x ziskame FeSenim rovnice —L3+10L? = 0:

> {solve(Q(L) =0)};
{0, 10}

Zjistili jsme, ze funkce prochdzi poc¢atkem soutfadnicové soustavy a 0SU x protina

i v bodé [10; 0].

Zjistime intervaly, kde je funkce kladna a zaporna:

> solve(Q(L) > 0);
RealRange( - o, Open(0) ), RealRange(Open(0), Open(10))

> solve(Q(L) <0);
RealRange(Open(10), «)

Funkce nabyva kladnych hodnot (graf je nad osou x) na intervalu (—;0) a

(0;10). Na intervalu (10; ) funkce nabyva zapornych hodnot (graf je pod osou x).

Zjistime pripadnou sudost a lichost funkce (i kdyz v ptipadé produk¢ni funkce nas
zajima chovani této funkce pouze v prvnim kvadrantu):

> 0(-L)
L*+1017

> —0(L
o) ’—101?

Protoze Q(L) # Q(—L), tak funkce neni suda a neni ani licha, protoze

Q(=L) # —Q(L).



Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru:

> [limit(Q(L), L = infinity);

> limit(Q(L), L=-infinity);

3 VySetiime monotonnost funkce a urcéime jeji (lokalni) extrémy
Zjistime intervaly, kde je funkce rostouci / klesajici a urcime stacionarni body
podezielé z extrému (z prvni derivace funkce):
> solve(diff (O(L),L) > 0);
RealRange( Open(0), Open( 23—0 j )
> solve(diff (O(L),L) <0):;
RealRange( - o, Open(0)), ReaZRange( Open( % ), 00]

> solve(diff (O(L),L) =0);

0_
© 3
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Funkce je na intervalu (0; ?) rostouci, na intervalech (—o0; 0) a (? ; 0) klesajici.

Body 0 a 23—0 jsou body stacionarnimi (podezielymi z extrému).

Ovérime, jestli se ve stacionarnich bodech nachazi (lokalni) extrémy funkce
(pomoci tzv. postacujici podminky pro extrém):

> D(D(Q))(0);
20

> D(D(Q))(&);

-20
20

Protoze Q"' (0) > 0, funkce ma v bodé 0 minimum. Protoze Q" (;) < 0, funkce

, . 20 .
ma v bodé ey maximum.

Zjistime hodnoty extrémi funkce v danych bodech:

- o2



4000

27
> 0(0);
0
, / 20 4000
Ve vysledném grafu: bod [0; 0] - (lokalni) minimum, bod [—,—] (lokéalni)
maximum.
Qmin = Q) =0
20 4000
Omax = Q (5) = 5- = 148,15

4 Vysetiime konvexnost, konkivnost funkce a uréime inflexni body
Zjistime intervaly, kde je funkce konkavni / konvexni a ur¢ime inflexni body
(pomoci druhé derivace):
> solve(diff (O(L), L,L) > 0);

reattage{ - =, open( 12
> solve(diff (O(L), L, L) <0);
Reattane{ 0pen[ 12, <)

> solve(diff (O(L),L,L) =0);
10

3

- - 10 ’ . 4 w 1
Funkce je na intervalu (—oo; ?) konvexni (graf je stale nad te¢nou) a na intervalu

(0; ) konkavni (graf je stile pod te¢nou). Protoze v bodé (13—0) dochazi ke zméné

znaménka druhé derivace, nachazi se v tomto bodé inflexni bod.

Ovérime inflexni bod (pomoci tieti derivace):

> DO 5 )
-6
Protoze Q"' (13—0) # 0, bod % je inflexni.

>) =20 = 74,07

Qinf1 = Q (; p

5 Urdcime asymptoty grafu
U polynomil neexistuji asymptoty grafu.



6 Vytvorime tabulku vyzna¢nych hodnot

Tab.: Tabulka hodnot funkce (Zdroj: vlastni zpracovani)

X 0 E Q 10
3 3
2
y 0 000 | 4000 0
27 27

7 Graf funkce

Jak bylo na zacatku ulohy deklarovano, ekonomickd interpretace je provedena az
nakonec. Jde o to, abychom zjisténé skute¢nosti ekonomicky interpretovali. Pfi kresleni
grafu vySettované produkcni funkce se proto zamétime jiz pouze na I. kvadrant
kartézské soustavy soufadnic (z defini¢niho oboru vylou¢ime zaporné hodnoty a body,
kde funkce nabyva zapornych hodnot) - davod jiz byl zminén u urcovani definiéniho

oboru. Defini¢nim oborem produkéni funkce kovarstvi je interval (0; 10).

Vykresleni grafu funkce produkce:

> plot( [Q(L)],L=0..11,0=0..150, title ="Graf produkéni funkce Q =
-K> + 10K™")



Graf produkéni funkee Q=-K~{3)+10K ~(2)

L

Graf 1: Graf produkéni funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

Jak jsme pomoci vysetfovani pribéhu funkce jiz zjistili, funkce ma (lokalni)
maximum Vv bodé 23—0 (= 6,67), kde nabyva hodnoty %(E 148). ProtoZze nemizeme

Clovéka, jako predstavitele osoby, ktera vykonava praci, roz¢tvrtit, porovname hodnotu
produkce pro Sest a sedm zaméstnanci.
Vypocet produkce pro stanovené L =6aL = 7:

> 0(6);
144

> 0(7);
147

Protoze Q(7) > Q(6), maximalni produkce je dosazeno pii sedmi zamé&stnancich,

ktefi vyrobi 147 kovanych dvefi.



B, Mezni a priimérny produkt prace
Vypocteme mezni produkt prace a uréime jeho hodnoty pro jednotlivé pocty

W ] d
zaméstnancu dle vzorce MP; = d—g = Q'(L):

> forifromOby 1to 9do print( MP[L](i) =D(Q)(i)) end do

MP,(0) =0
MP,(1) =17
MP,(2) =28
MP,(3) =33
MP,(4) =32
MP,(5) =25
MP,(6) =12
MP,(7) = -7
MP,(8) = -32
MP,(9) = -63

Ziskané vysledky interpretujeme napt. u MP, (5) = 25. Cislo 25 udava rychlost
zmény produkce vzhledem k praci pfi péti zaméstnancich (pfijetim Sestého zaméstnance
vzroste hodnota produkce p¥iblizné o 25 vyrobenych kovanych dveti). Analogicky lze
interpretovat pro ostatni pocty zaméstnancu.

Nejvetsi nartst produkce je pro L =3 a ¢ini 33, poté rhst produkce zacina
postupné Klesat. Pti L = 7 jiz nedochazi k rustu, pokles produkce pokracuje. Je to
evidentni disledek zakona klesajicich vynosu [roste-1i postupné vstup (ceteris paribus),

budou pfiirtstky vystupu od jistého bodu klesat].

Ptiblizny vypocet zmény produkce AQ jako odezvy na zménu prace o dL se
provadi uzitim diferencialu.
Pri vypoctu uZijeme vzorce AQ ~ dQ = Q'(L)dL = MP,dL:

> D(0)(2)-3;
84

Pokud kovarstvi zaméstnava dva zaméstnance a rozhodne se pfijmout jesSté tfi,

produkce se zvysi priblizné 0 osmdesat Ctyfi kovanych dvefi.

Zména produkce dle vzorce AQ = Q(L + dL) — Q(L):

> 0(5) —0(2)
93



Pouzity vzorec vyjadiuje, na rozdil od vypoctu pomoci diferencialu, piesnou
zménu produkce pro pouzity ptiklad, kdy se firma rozhodne zvysit pocet zaméstnanct

ze dvou na pét. Produkce se zvysi o devadesat tii kovanych dvefi.

Vypoéteme priamérny produkt prace dle vzorce AP =% a urc¢ime jednotlivé
hodnoty pro jednotlivy pocet zaméstnancii:

> print(AP[L](0) = 0);
for i from 1 by 1to 10 do print( AP[L](i) = Q(,l) j end do

AP, (0) =0
AP,(1)=9
AP (2) =16
AP,(3) =21
AP, (4) =24
AP (5) =25
AP (6) =24
AP,(7) =21
AP,(8) =16
AP,(9) =9
AP,(10) =0

Primérny produkt prace je ukazatelem produktivity prace. Je dan pomérem mezi
celkovym mnoZstvim vyrobenych kovanych vrat (Q) a mnozstvim vynaloZené prace
(poctem zaméstnancu - L). Cilem by tedy méla byt maximalizace primérného produktu
prace. U piikladu kovarstvi je maximalizace dosazeno pii péti zaméstnancich, kdy

AP, (5) = 25 (na kazdého zaméstnance piipada dvacet pét vyrobenych kovanych vrat).

Vykreslime krivky AP; a MP;:

Q(L)

plo | Do) (1), |

L=0.11,0=0.40, legend=[MP[ L],

AP[L]], title = "Mezni a praimérny produkt préce”);



Mezni a priimérny produkt prdce

401

30 1
0 20

10+

0 T T T T T T T T T T 1

1] 2 4 i 8 10
L
— MP, — AP,

Graf 2: Mezni a primérny produkt prace (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)



